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1. INTRODUCERE

Ca urmare a cercetarilor teoretice si
experimentale pe magini cu actiune vibrantd, in
contact cu medii vascoelastice cu caracteristici
variabile privind plasticitatea si vascozitatea, s-a
constatat cd in anumite conditii puterea necesard
absorbita atinge valoarea maxima.

Acest fapt a fost evidentiat la anumite valori
ale coeficientului de amortizare vascoasd in cazul
materialelor granulare si pulverulente, precum si a
pamantului sau a betonului proaspat, sub actiunea
fortelor perturbatoare armonice necesare realizarii
unor tehnologii adecvate. Astfel, variatia amortizarii
sistemului dinamic a fost evidentiatd pentru
procesele tehnologice care utilizeaza vibratiile ca
proces fundamental de functionare. Astfel, din
categoria maginilor cu actiune vibrantd care
proceseaza materialele cu ajutorul vibratiilor
mentiondm:  transportoare  vibratoare, ciururi
vibratoare, compactoare vibratoare pentru pamant,
beton si mixturi asfaltice, vibroinfigatoare pentru
tuburi si elemente de constructii din pamant.
Experimental, s-a constatat cd variatia amortizarii
este o consecintd a procesului tehnologic care
produce modificarea structurald a materialelor
respective 1n timpul vibrarii.

Cercetarile teoretice asupra sistemelor
dinamice cu elasticitate neliniard sau amortizare
neliniard, au dovedit faptul cd la o excitatie
exterioarda armonica datd, raspunsul contine
componente subarmonice sau  supraarmonice.
Aceasta inseamnd cad pentru materiale cu
neliniaritati clastice si/sau vascoase, excitatia
armonicd exterioarda duce la aparitia unor
componente inferioare sau superioare pulsatiei de
eXcitatie, in anumite rapoarte, functie de gradul de
neliniaritate.

Investigatiile experimentale de mare precizie,
asupra comportarii materialelor neliniare, au scos in
evidentd faptul cd pot fi excitate componente ale
armonicelor superioare care se fac responsabile de
disipari interioare mari, sub forma de caldura, ceea
ce poate duce la degradarea acceleratd in timp a
materialului si in consecintd la scaderea duratei de

viata.

In prezenta lucrare se considerd un material
vascoelastic a cdarui vascozitate este neliniara.
Gradul de neliniaritale este aproximat prin
coeficientul de amortizare vascoasa, dezvoltat intr-0

serie de puteri de forma:
2

X/ +b|X +... (1)

n=mn,t+ta

unde 1 este coeficientul de amortizare vascoasa
in regim static;
a, b - coeficientii de amortizare viscoasa in
regim dinamic;
X - viteza instantanee de deformare a
materialului pe directia coordonatei x.
Pe accastda baza se analizeaza forta vascoasa

F, =71 X, care introdusa in ecuatia diferentiala de
miscare a sistemului excitat armonic, cu forta
exterioara P =P, sinwt, duce la descompunerea

miscdrii in componente armonice
pulsatiei excitatoare ®.

Pentru o componenta armonicd s-a stabilit
puterea necesara mentinerii regimului de vibratii
fortate. Aceasta evidentiazd ponderea ridicatd pe
care o are pulsatia fundamentald de excitatie @ si
pulsatiile armonicelor superioare excitate, de forma
jo,cuj=123,..,n.

Astfel, se evidentiazd faptul ca pentru
armonica excitatd de ordinul j, puterea
corespunzatoare energiei interne disipate N; este

proportionali cu (jw)®.

superioare

2. ANALIZA SPECTRALA A FORTEI
DE AMORTIZARE VASCOASA
NELINIARA

Pentru un sistem dinamic de masa m, excitat
cu o fortd armonica de forma Py sinat, cu
elasticitatea constanta k si coeficient de amortizare
vascoasa 7, dat de relatia (1), avem:

M X+177 X+ kx = P, sin oot )
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Raspunsul sistemului este evaluat prin
migcarca fortatd, atunci cand se cunoaste
coordonata instantanee x, care se alegem in prima
aproximatie, sub forma:

X = Asin wt 3
Ccu

X = Aw COS wt =V, COS wt (4)
In acest caz, coeficientul de amortizare

vascoasa m, depinde de x , adica de functia in
modul, exprimata astfel:

X = Aw|cos ot (5)

sau

> -

=V,|cos wt| (6)

Notam cu f(t) = x=V,coswt functia originald

2r . :
pentrut € (0,T), cu T =——, care reprezinta printr-
0]

un ciclu armonic, iar cu g(t)=|x|=V,|cos«t|

functia _modul, pentru te{—lTp, +1T }cu
2 2°°

T, = ET , ce reprezintd un ciclu pulsator cu m, =

2, conform fig. 1.

1
T, avem w=—w,_,

T, =1

p 2 2 p

Din conditia

ceea ce face ca functia modul g(t) sa fie definita
astfel:

1 1
VoCoS—m,t, pentru 0<t< ET”
g(t) = 1
-V, COSE o,t, pentru - ET" <t<0
(7
sau
gt)=v, cos%wpt, pentru —%Tp <t< %Tp

(8)
Functia g(t) poate fi dezvoltati in serie Fourrier,
astfel

g(t) = % a, + ;(ai cosie t+b;sinie t)
cu

P

g(t)dt

.—.I\J\l—‘

4
:-jg(t)dt—T—

po

NM—-
—

(9)

<!

2 4 i
:_J' g(t) cosie,tdt —_I_— g(t) cosie,tdt
0 —

T

p
p

N
IPe—

cui=1,2,.. .(10)
b; = 0 deoarece g(t) este pard, adica indeplineste
conditia g(t) = g(-t).
Introducand (8) in (9) si (10) obtinem:
4v,
ao —_0

4y, cosiz
a, = =12, ...
r 4i°-1
iar functia g(t) exprimata ca serie Fourier, va fi de

forma;

2v, 4v, & (D .
)=—L+—2% = cosiw,t
9 V4 Vs ;4i2—1 P

Revenim la pulsatia initiald © a functiei
originale cu transpunerea m, = 2 si obtinem:

g(t)=2—

Z“> cos2im,t;i=1,2, .(11)
i=1

Termenii func‘;1e1 g(t) se determina astfel:
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4v, 1
=+—02, pentru  i=1;
v, 1
a,=——2—"——, pentru i=2;
7 3-5
4v, 1
=+——, entru  1=3;
a; 5.7 p
4y, 1
a=——2—"" entru =2
A4 T 7-9 P
In final, avem:
g(t)=ﬁ+ﬂic032dt—4ﬁicos4at+
T 7 1-3 T 3-5
ﬂicosGaHﬁigcosMH...

T 57 T
(12)
In relatia (12) retinem primii termeni pe care fi
notdm astfel:

VS VS WY A
T r 1.3 7 57

caz 1n care avem:
g(t) =|x|=a’' +b’'cos 2wt + ¢’ cos 4wt (13)

iar 77(5() va fi de forma:
n=n(x)=n,+a(a +b'cos2amt + c'cosdmt ) +

+b(a’'+b'cos 2t + ¢’ cos dat ) + ...
(14)

Forta vascoasa F, = 77X se exprimd cu ajutorul
relatiilor (4) si (14), astfel:
F,=v,[7, +a(a' +b'cos2at +c'cosdat ) +

+b(a’+b'cos2at + ¢'cosdat )* +...] cos 2wt
sau

F = [{ vy, +voaa' + vyba + %Vobblz ; %vobc’z }+
+(vyab’ + 2vba’b’ + v, bb'c")cos 2w +
+(vy,ac’ +2v,a’c’b + %vobb' )cosdat + ..—] cos wt
Notam:
" ' 12 1 12 1 12
a" =V, u, +Vyaa’+vba’” + Evobb = Evobc
b" =v,ab’+2v,ba'b’ + v bb'c’
1
c" =v,ac’+2v,a’c’b+ Evobb'

Unitatile de
utilizati sunt:
- pentru coeficientii a, b, ¢, avem:

masura pentru coeficientii

[a]5|: S T me . me

| 2t 2 S
[b]s| - . - S =
L X" gy
- pentru coeficientii a', b', ¢', avem:

o], =10 =[], =

- pentru coeficientii a", b", ¢", avem:

[a”]5| :[b”]SI - [C”]SI =N

Astfel, expresia fortei vascoase F, devine:

1
F, =coswt[a" + b"cos 2at + Eb” Ccos ot +

+%c"c055a)t +%c”cos3wt]...

sau sub forma finala:
F, = B, coswt + B, cos wt + B, cos5wt +... (15)

in care:
1 1 1
— a” +_b”, B — b” + C” . B — _Cll
Bl 2 375 ( ) si 575

sunt componente armonice
vascoase.

Cu expresia fortei vascoase exprimatd de
relatia (15), ecuatia diferentiald (2) poate fi scrisa
astfel:

impare ale fortei

m X+ B, coswt + B, cos 3wt +...+ kx = P, cos wt
(16)
Din ecuatia (16) se observa ca fiecare mod
impar o, 3o, 5o...poate fi excitat din exterior, adica
se poate studia miscarea sistemului introducand
factorii de amortizare vascoasd nj, j = 1. 3, 5, 7,...,
ca marimi echivalente ale sistemului liniar cu un
grad de libertate. Aceasta Inseamnd cd pentru
sistemul echivalent se poate scrie:

mX+b x+kx = P, sinwt
sau

- bk P .
X+ —X+—X=—SInwt
m m m

b .
unde 2n=— este factorul de amortizare vascoasa
m

liniarda, atunci céand
V, =bAwcoset.
Pentru prima componentd a fortei vascoase
din relatia (15), avem:
b, Awcoswt = B, cosmt

forta  vascoasd este
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de unde:

B =bAw (16°)
in care A; este amplitudinea miscarii in regim fortat,
pe armonica de excitatie fundamentala.

Din (16) si tindnd seama ca n, = Zi , avem:
m

1 B
n==
2 oAm
Pentru cea de-a doua componentd a fortei
vascoase din relatia (15), putem scrie:

b, A, 3w cos 3wt = B, cos 3wt

(17)

de unde:

B, =3wh,A,
in care A; este amplitudinea miscarii excitate pe
armonica superioarda 3m. Astfel, avem:

N (18)
2 3wAm
Generalizand relatiile (17) si (18), obtinem:
1 B
n, =—- , -1 3 5 7,.. (19)
2 JoAm

unde A; este amplitudinea miscarii componentei de
ordinul j excitatd pe armonica superioard jo.
Expresia amplitudinii de ordinul j datorata fortei

perturbatoare inertiale, de forma myre®sinot
este:

2 2
A = Ao _, j=135 7.
\/(p2—12w2)2+4nfa)212
(20)
unde p° = K . 4=
m+m, m+m,

Din relatiile (19) si (20) obtinem expresia
factorului de amortizare n;, 3, 5, 7,.., pentru

armonicele  superioare  excitate de  forta
perturbatoare F = mora)2 sinwt , astfel:
B2(0? — i20?)? _
nJ?: i2 2J$F412 22 2 ’J=1’3'5’7""
41w [Ja)m/lr —Bj]
(21)

3. ENERGIA INTERNA DISIPATA

Consideram sistemul dinamic modelat ca in
fig. 2, unde materialul vascoelastic este reprezentat

prin elementul vascos cu coeficientul 77:77(X)

neliniar si elementul elastic cu coeficientul constant
k. Intreg sistemul este excitat numai pe directia
verticald, de forta perturbatoare unidirectionald

myre’sinwt .

Aceasta se realizeaza prin rotirea sincrona in
sens contrar a doud mase excentrice, avand
momentul static total mgr, unde my este masa
excentrica totala, iar r este raza traiectoriei circulare
a maselor excentrice.

Coordonatele maselor excentrice m sunt:

Xy = AC+X+rcose
z, =r+rsing

unde x este coordonata centrului de masa C fata

de sistemul de referintd Oxz, considerat fix;

AC - distanta constanta dintre centrul de
masd C si punctul tangential de contact al
traiectoriilor circulare ale maselor excentrice;

@ - coordonata unghiulard a maselor
excentrice, care este o functie de timp, dc forma

0= @ll). _

Vitezele absolute ale punctului m pe cele
doua axe sunt:

(22)

X, =X+T ¢sin 10
i (23)
Z, =r@cose
Energia cinetica totala a sistemului dinamic
este:

2E =(m+m,) X2—2m0r y osing+(m,r? + Y
(24)
Energia potentiala a sistemului fata de pozitia

de echilibru static stabil este:

2V =kx* +%mogr(1—c05go (25)

Aplicand ecuatiile Iui Lagrange de speta a
doua, pentru masele m si mp, cu coordonatele x si @,
avem:

(m+mo)x'—morgbsin(p—mor(p'2 cosg+bx+kx=0
(26)

(Mr? +J) p—myrsing+mygrsing=Q,
unde Q, este forta generalizati ce corespunde
momentului motor care mentine miscarea cu

coordonata unghiulara @.

Pentru cazul miscarii stationare avem

gb =@ =Const si (o =0, iar sistemul de ecuatii
diferentiale poale fi scris astfel:

m+m, )X +b x+ky = m re? cos mt
( b) b

(27)
—myrXsin ot + mygrsinot =Q,
Prima ecuatie poate fi pusa sub forma:
X+ 2n X+ p2X = Ar@’ coswt (28)

cu solutia:
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) —>
K Y z
nl—— k
X
Xm
x = Acos(ot — ) (29) L Lo
in care: " T 2z
A’ sau
A= 2 2az) 2 2 (30) 1 3
J(p? —0®)? +4n’w Nm:EmOrAa) sina (34)
tga = % (31) Daca nlocuim a s§i sina cu ajutorul relatiilor
p-o (30) si (31), avem:
LSRR || I R L _(myr)’n, o (35)
m-+m, m-+m, m+m, m+m, (p®-o?)+4n’e’

Ecuatia a doua a relatiei (26) ne permite sa
determindm momentul motor al vibrogeneratorului
inertial
X = —Aw® cos(wt — ) , obtinem:

necesar, introducand

Q, :%morAa)2 [sina +sin(2at —a) ]+ mygr sin wt

(32)
Lucrul mecanic corespunzator unei rotatii
complete va fi:

L=TQ¢,d¢
0

Inlocuind Q, si efectuand calculele, obtinem:
L = zm,rAn’ sina (33)
Puterea medie necesard pentru mentinerea
miscarii fortate, este:

Considerand cd amortizarea este variabila,
cautam valoarea lui n pentru care puterea medic Ny,
devine maxima, adica:

dN
m _Q 36
an (36)
de unde avem:
2 2
n,=4% L (37)
‘ 20

Deoarece ne intereseazda, in mod deosebit,

regimul de postrezonantd cu ¢ > p, pentru n avem:
2 2
a) —
n= o -p (38)
20

caz in care puterea medie maxima are expresia:
2 5
N M — 1. (mOr) . w
" 4 my+m p’-0°
o p

(39)

Puterea medie se reprezintd in raport cu n
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printr-o curba care are un punct de maximum M
(nw, NY) si un punct de inflexiune I (n,, N!), ca

in fig. 3.
Pentru armonica superioard de ordinul j,

care este excitata de  forta perturbatoare
i
10
Nlll 4
NM M
NI =_‘/_§ NM [-----mm o 1,4—»' 1
/ i
o — —
ny Nn=ny.3 n
Fig. 3

nertiald, puterea medie maxima corespunzatoare
este de forma:

w_1 (mr)? o
"4 m+m p’- e’

(40)

Energia internd maxima produsa prin disipare
pentru armonica superioard de ordinul j, este de
forma:

M _ M T N M
W =Ny T, =—-Np, sau
jo
w7 mr: et

V= SR (41)
2 mp+m pP- e’

Energia internd maxima disipatd la armonica
fundamentala de excitatie, este:

2,2 4
M=7Z.m0|’ _ )

Py 2 2
2 m+m p°-w

(42)

Ponderea energiei interne maxime disipate pe
0 armonica superioara j > 2, comparativ cu energia
internd maxima disipatd la armonica fundamentala
de excitatie, o definim prin coeficientul de pondere
v;, astfel:

W.M ) a)z_ 2
v, :WJM _ . o _pp2 (43)

4. CONCLUZII

Modelarea disiparii vascoase, cu ajutorul

unui coeficient de amortizare vascoasa reprezentat
intr-o serie de puteri, permite ca forta vascoasa sa
poata fi reprezentatd in serie de puteri dupa
armonicele impare ale pulsatiei fundamentale de
excitatie.

In cazul aplicarii unei excitatii inertiale
armonice asupra materialului vascoelastic neliniar,
se constata ca armonicele superioare jo, cu j = 3, 5,
7,... sunt excitate, iar energia internd maxima
disipati este direct proportionali cu (jo)".

Coeficientul de pondere al energiei interne
maxime disipate datoritd componentei armonice
superioare, se mareste spectral cu ordinul acesteia.
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